
LUNDS TEKNISKA HÖGSKOLA 2007MATEMATIKFormelsamling i Kontinuerliga system.(Formelsamligen utgör bara ett stöd för minnet. Betekningar förklarassålunda ej. Ej heller anges förutsättningar för formlernas giltighet).Fysikaliska modellerKontinuitetsekvationen
∂q

∂t
+ ∇ · j = kDi�usion

j = −D∇u

∂u

∂t
− D∆u = k

(Allmännare: ∂u

∂t
−∇ · (D∇u) = k).Värmeledning

j = −λ∇u, dq = ρ c du

∂u

∂t
− a∆u =

a

λ
k där a =

λ

ρc

(Allmännare: ρc
∂u

∂t
−∇ · (λ∇u) = k).Elektrostatisk potential

∆u = − ρ

ǫǫ0Svängande sträng oh membran
∂2u

∂t2
− c2∆u =

f

ρ
där c2 =

S

ρ

(Allmännare: ρ
∂2u

∂t2
−∇ · (S∇u) = f).Longitudinella svängningar

∂2u

∂t2
− c2∂2u

∂x2
=

f

ρl
där c2 =

α

ρl
, S = α

∂u

∂xSvängningar i gaser (ljud)
u =

p − p0

p0
(trykstörning)

∂2u

∂t2
− c2∆u = 0 där c2 =

γp0

ρ0



2För svängningar i gaser (ljud) gäller efter linearisering att






















1

γ

∂p̃

∂t
+ v0

∂ṽ

∂x
= 0

v0
∂ṽ

∂t
+

p0

ρ0

∂p̃

∂x
= 0

p̃ = γρ̃där p̃ =
p − p0

p0
oh ṽ =

v

v0
.VektoranalysGauss formel ∫

Ω

∇ · u dV =

∮

∂Ω

u · dSStokes formel ∫

S

∇× u · dS =

∮

∂S

u · drGreens formel I ∫

Ω

∇u · ∇v dV =

∮

∂Ω

u
∂v

∂n
dS −

∫

Ω

u∆v dVGreens formel II ∫

Ω

(u∆v − v∆u) dV =

∮

∂Ω

(

u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)

dSLaplaeoperatorn i ylindriska koordinater:
∆ =

1

r

∂

∂r
r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2
=

=
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2Laplaeoperatorn i sfäriska koordinater:
∆ =

1

r

∂2

∂r2
r +

1

r2
Λ =

1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
+

1

r2
Λ =

=
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
Λ

Λ =
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

Λ =
∂

∂s
(1 − s2)

∂

∂s
+

1

1 − s2

∂2

∂φ2
om s = cos θ

(θ polardistans, 0 < θ < π; φ longitud, 0 ≤ φ < 2π).



3Ortogonalutveklingar
(u | v)w =

∫

u(x)v(x)w(x) dxOm (ϕj | ϕk) = 0, j 6= k, så














u =
∑

ck(u)ϕk

ck(u) =
(ϕk | u)

ρk
, ρk = (ϕk | ϕk)Parseval:

(u | v) =
∑ 1

ρk
(ϕk | u)(ϕk | v) =

∑

ρkck(u)ck(v)Sturm-Liouville
Au =

1

w
(−∇ · (p∇u) + qu)Speiella funktionerGammafunktionen oh Betafunktionen

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt, Γ(z + 1) = zΓ(z), Γ(n + 1) = n!, Γ(
1

2
) =

√
π

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p + q)Error funtion
erf(x) =

2√
π

∫ x

0

e−y2

dy

∫ ∞

0

e−y2

dy =

√
π

2Besselfunktioner
eir sin θ =

∞
∑

−∞
Jn(r)einθ

Jn(z) =
1

2π

∫ π

−π

ei(z sin θ−nθ)dθ, n heltal
Jν(z) =

(z

2

)ν
∞

∑

k=0

1

k! Γ(k+ν+1)

(

−z2

4

)k

, ν 6= −1,−2, ...Bessels di�erentialekvation
u′′ +

1

r
u′ +

(

λ − ν2

r2

)

u = 0har den allmänna lösningen






aJν(
√

λr) + bYν(
√

λr) om λ > 0
arν + br−ν om λ = 0, ν 6= 0
a + b ln r om λ = ν = 0 .



4Normuttryk
∫ R

0

∣

∣

∣
Jν

( r

R
ανk

)
∣

∣

∣

2

rdr =
R2

2
(Jν+1(ανk))

2 =
R2

2
(J ′

ν(ανk))
2.

Nollställen till Besselfunktioner Jn(x)
Jn(αnk) = 0

k\n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2.405 3.832 5.136 6.380 7.588 8.772 9.936 11.086 12.225 13.354 14.476
2 5.520 7.016 8.417 9.761 11.065 12.339 13.589 14.821 16.038 17.241 18.433
3 8.654 10.173 11.620 13.015 14.373 15.700 17.004 18.288 19.554 20.807 22.047
4 11.792 13.324 14.796 16.223 17.616 18.980 20.321 21.642 22.945 24.234 25.509
5 14.931 16.471 17.960 19.409 20.827 22.218 23.586 24.935 26.267 27.584 28.887
6 18.071 19.616 21.117 22.583 24.019 25.430 26.820 28.191 29.546 30.885 32.212
7 21.212 22.760 24.270 25.748 27.199 28.627 30.034 31.423 32.796 34.154 35.500
8 24.352 25.904 27.420 28.908 30.371 31.812 33.233 34.637 36.026 37.400 38.762
9 27.494 29.047 30.569 32.065 33.537 34.980 36.422 37.839 39.240 40.628 42.004
10 30.635 32.190 33.716 35.219 36.699 38.160 39.603 41.031 42.444 43.844 45.232

Nollställen till J ′
n(x), x < 25

J ′
n(α′

nk) = 0

k\n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 0.000 1.841 3.054 4.201 5.318 6.416 7.501 8.578 9.647 10.711 11.771
2 3.832 5.331 6.706 8.015 9.282 10.520 11.735 12.932 14.116 15.287 16.448
3 7.016 8.536 9.970 11.346 12.682 13.987 15.262 16.529 17.774 19.005 20.223
4 10.173 11.706 13.170 14.586 15.964 17.313 18.637 19.942 21.229 22.501 23.761
5 13.324 14.864 16.348 17.789 19.196 20.576 21.932 23.268 24.587
6 16.471 18.016 19.513 20.972 22.401 23.803
7 19.616 21.164 22.672 24.147
8 22.760 24.311
9 25.904



5Sfäriska BesselfunktionerDi�erentialekvationen
u′′ +

2

z
u′ +

(

λ − ℓ(ℓ + 1)

z2

)

u = 0har den allmänna lösningen






















ajℓ(
√

λz) + byℓ(
√

λz) om λ > 0

azℓ + bz−ℓ−1 om λ = 0, ℓ 6= −1

2
a + b ln z√

z
om λ = 0, ℓ = −1

2
.där

jℓ(z) =

√

π

2z
Jℓ+1/2(z), yℓ(z) =

√

π

2z
Yℓ+1/2(z) .Speiellt är

j0(z) =
sin z

z
, j1(z) =

sin z − z cos z

z2

y0(z) = −cos z

z
, y1(z) = −cos z + z sin z

z2LegendrefunktionerLegendrepolynom (Pℓ)
∞
0 är ortogonala i L2(I), I = (−1, 1).Legendres di�erentialekvation

d

dx

(

(1 − x2)
du

dx

)

+ ℓ(ℓ + 1)u = 0, ℓ = 0, 1, 2, ...har allmänna lösningen
aPℓ(x) + bQℓ(x)där Qℓ ej är begränsad i (−1, 1) oh

Pℓ(x) =
1

2ℓℓ!
Dℓ(x2 − 1)ℓRekursionsformel för Legendrepolynom:

P0(x) = 1 , P1(x) = x , Pℓ+1(x) =
2ℓ + 1

ℓ + 1
xPℓ(x) − ℓ

ℓ + 1
Pℓ−1(x);Assoierade Legrendreekvationen

d

dx

(

(1 − x2)
du

dx

)

− m2

1 − x2
u + ℓ(ℓ + 1)u = 0har allmänna lösningen

aP m
ℓ (x) + bQm

ℓ (x)där Qm
ℓ ej är begränsad oh

P m
ℓ = (1 − x2)m/2DmPℓ(x)



6GreenfunktionerFundamentallösningar till Laplaeoperatorn (−∆K = δ)
K(x) = − 1

2π
ln |x| i R

2

K(x) =
1

4π|x| i R
3Poissonkärnor

P (r, θ) =
1

2π

1 − r2

1 + r2 − 2r cos θ
(enhetsirkeln)

P (x, y) =
1

π

y

x2 + y2
(halvplanet y > 0)Greenfunktion för Dirihlets problem







−∆xG(x; α) = δα(x), x ∈ Ω

G(x; α) = 0, x ∈ ∂ΩOm −∆u = f i Ω, u = g på ∂Ω så
u(x) =

∫

Ω

G(x; α)f(α) dVα −
∮

∂Ω

∂G

∂nα

(x; α)g(α) dSαKonjugerade punkter med avseende på irkeln (sfären) |x| = ρ

|α||α̃| = ρ2

|x − α| =
|α|
ρ

|x − α̃| då |x| = ρVärmeledning






























G(x, t) =
1√
4πat

e−x2/4at

∂G

∂t
− a

∂2G

∂x2
= 0, x ∈ R, t > 0

G(x, 0) = δ(x), x ∈ RVågutbredningd'Alembert










u(x, t) =
1

2
(g(x− ct) + g(x + ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct

h(y) dy

g(x) = u(x, 0), h(x) = ut(x, 0)Karakteristikor
{

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0

a11dy2 − 2a12dxdy + a22dx2 = 0



7Fouriertransformer
Ff(ω) = f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
e−iωtf(t) dt

(F−1f̂)(t) = f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtf̂(ω) dωParsevals formel:

∫ +∞

−∞
f(t)g(t)dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)ĝ(ω) dω

F−→

(1) λf(t) + µg(t) λf̂(ω) + µĝ(ω)

(2) f(at)
1

|a| f̂
(ω

a

)

(3) f(t − t0) e−it0ωf̂(ω)

(4) eiω0tf(t) f̂(ω − ω0)

(5) f ′(t) iωf̂(ω)

(6) tf(t) i
d

dω
f̂(ω)

(7) f ∗ g(t) f̂(ω)ĝ(ω)

(8) δ(t) 1

(9) 1 2πδ(ω)

(10) e−tθ(t)
1

1 + iω

(11) e−|t| 2

1 + ω2

(12)
1

1 + t2
πe−|ω|

(13) e−t2
√

πe−ω2/4

(14) θ(t + 1) − θ(t − 1) 2
sin ω

ω

(15) θ(t)
1

i
P 1

ω
+ πδ(ω)

θ(t) =

{

1 , t > 0

0 , t < 0



8Laplaetransformer
Lf(s) = LIIf(s) =

∫ ∞

−∞
e−stf(t) dt, α < Re s < β, s = σ + iω

f(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
estF (s) ds, α < σ < β

Ff(ω) = LIIf(iω)

LIf = LII(θf)

LII−→

(16) λf(t) + µg(t) λF (s) + µG(s)

(17) f(at)
1

|a|F
(s

a

)

(18) f(t − t0) e−t0sF (s)

(19) eatf(t) F (s − a)

(20) f ′(t) sF (s)

(21) tf(t) − d

ds
F (s)

(22) f ∗ g(t) F (s)G(s)

(23) θ(t)f ′(t) sLII(θf)(s) − f(0)

(24) δ(t) 1

(25) θ(t)
1

s
, σ > 0

(26) θ(t) − 1
1

s
, σ < 0

(27) tkeatθ(t)
k!

(s − a)k+1
, σ > Re a

(28) sin(bt)θ(t)
b

s2 + b2
, σ > 0

(29) cos(bt)θ(t)
s

s2 + b2
, σ > 0

(30) e−t2
√

πes2/4

(31) tα−1θ(t)
Γ(α)

sα
, Re α > 0, Re s > 0

(32)
|a|√
4π

e−a2/4t

t3/2
θ(t) e−|a|√s

(33)
1√
πt

e−a2/4tθ(t)
e−|a|√s

√
s


